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前言

PhyStar 是一套面向多物理场科学计算的 C++ 库。名称 PhyStar 由 Physics(物理) 和 Star(星)
结合而来，寓意物理之星，中文名为“星曜”。PhyStar将主要致力于多物理场问题 (流体、固体、
电磁、热化学、多组分和多相等)的求解，提供丰富且简易的调用接口。PhyStar将邀请相关领域
优秀的年轻科学家或相关领域从业者进行合作开发与应用，致力于成为一款具有广泛影响力的计

算库。由于 PhyStar初创团队长期从事流体力学以及颗粒湍流两相流的研究，因此，程序的大部
分内容以及理论手册中大篇幅内容将与此有关，且大部分内容延续初创团队开发的 Fortran程序
PARTURB的说明文档。未来，我们希望会有更加丰富的内容进行添加，一方面作为程序的理论
手册，另一方面成为前沿科学工作者的理论手册集合。

作者非常感谢 ElegantLATEX项目组提供的 Latex模板。

作者

2023年 6月写于清华园
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流体部分



第一章 流体模拟

1.1 基本方程

1.1.1 不可压缩流动控制方程

∂u

∂t
+ u · ∇u = −∇p/ρ+ ν∇2u+ f

∇ · u = 0

(1.1)

其中 u是湍流脉动速度, p是压强脉动, ν 是运动粘度, f 是体积力.

1.2 CartBoxFFT三方向周期傅里叶求解器

1.2.1 空间离散

此类求解器需要流场在三个方向均满足周期边界条件,且网格均匀分布。三个方向的网格数
记为 Nx, Ny 和 Nz。此时，在三个方向均采用伪谱方法进行空间离散。

傅里叶变换 任意物理空间的物理量 a可通过三维快速傅里叶变换转到谱空间，记为 â,即

â(p, q, r) =

Nz−1∑
k=0

Ny−1∑
j=0

Nx−1∑
i=0

a(i, j, k)e
−ipx(i) 2π

Lx
−iqy(j) 2π

Ly
−irz(k) 2π

Lz (1.2)

可记为 â = F(a)。其中 p, q, r为谱空间三个方向的谱波数，其波数范围分别为 [−Nx/2+1, Nx/2],
[−Ny/2 + 1, Ny/2]和 [−Nz/2 + 1, Nz/2]。同理，谱空间变量 â可通过傅里叶逆变换转换到物理

空间 a,即

a(i, j, k) =
1

NxNyNz

Nz/2∑
r=−Nz/2+1

Ny/2∑
q=−Ny/2+1

Nx/2∑
p=−Nx/2+1

â(p, q, r)e
ipx(i) 2π

Lx
+iqy(j) 2π

Ly
+irz(k) 2π

Lz (1.3)

记为 a = F−1(â)

伪谱法与消除混淆误差 对于非线性项，例如 a · b, 需要先将 a 与 b 在谱空间将波数范围扩充

至 [−3Nx/2 + 1, 3Nx/2], [−3Ny/2 + 1, 3Ny/2]和 [−3Nz/2 + 1, 3Nz/2]，再通过傅里叶逆变换至

物理空间，记为 ã 和 b̃。在物理空间进行乘法积后，对 ã · b̃ 进行傅里叶变换，并将波数缩减到
[−Nx/2+1, Nx/2], [−Ny/2+1, Ny/2]和 [−Nz/2+1, Nz/2]，而之外的波数被赋零截断。这种伪谱

方法的操作记为Fquasi(·)。对应的原理示意图见FIG。对混淆误差的消除步骤已经内置于 TFFT3D
程序包，可以通过设置网格数量直接实现混淆误差的消除。

1.2.2 时间离散

方案 1
参考 Challabotla博士论文的方法，即

ûn+1
i − ûn

i

∆t
=

3

2
T (un

i )−
1

2
T (un−1

i )− 1

ρ

∂p̂n+1

∂xi
(1.4)
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其中

T (un
i ) = −

∂Fquasi(u
n
i u

n
j )

∂xj
+ ν

∂2ûn
i

∂xj∂xj
+ f̂n

i (1.5)

求解步骤：

第一步：求解中间步 u∗ 并忽略压力 pn,
u∗
i − un

i

∆t
=

3

2
T (un

i )−
1

2
T (un−1

i ) (1.6)

第二步: 求解压力步 pn+1,
∇2pn+1 =

ρ∇ · u∗

∆t
(1.7)

第三步：求解速度 un+1
i

un+1
i − u∗ = −∆t

∂pn+1

∂xi
(1.8)

值得注意的是，公式 (1.7)和 (1.8)可使得流场无散。可证明，将式 (1.8)两侧同时求散度，若
∇ · un+1

i = 0，可得到式 (1.7)。

1.2.3 均匀各向同性湍流

1.2.3.1 流场初始化方法

采用Rogallo (1981)初始化方法：

û(k) =
1

k
√
k21 + k22


α(k)kk2 + β(k)k1k3

−α(k)kk1 + β(k)k2k3

−β(k)(k21 + k22)

 (1.9)

其中 k =
√
k21 + k22 + k23 , α(k) =

√
E(k)
4πk2 exp(iθ1) cosϕ,而 β(k) =

√
E(k)
4πk2 exp(iθ2) cosϕ. θ1,θ2 与

ϕ为 [0,2π]之间的随机数。同时，我们也需要给定初始能谱E(k),在本程序中，默认能谱 (Sullivan
et al., 1994)

E(k) =
q2

2A

kp

kσ+1
p

exp (−σ

2

k

kp

2

) (1.10)

1.2.3.2 强迫各向同性湍流：加力方法

低波数加力 只在大尺度部分添加能量，具体形式如下 (Machiels, 1997)

f̂ =

{
ε

2Ef

ˆu(k), if0 < k < kf

0, otherwise
(1.11)

程序中的默认加力形式，其中默认加力波数范围 1∼2， ε
2Ef

= 0.5。

线性加力 在所有尺度上添加能量，此方法常用于有限差分方法，即 (Lundgren, 2003; Rosales &
Meneveau, 2005),

f̂ =
ε

2E
û (1.12)

其中让 ε
2E 设置为经验常数，比如 0.1333.
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1.2.3.3 常见统计量

统计量 计算表达式

湍动能 E = 1
2 ⟨u · u⟩ = 3

2u
′2 =

∫ kmax

0
E(k)dk

单位质量的平均能量耗散率 ε = 2ν
∫ kmax

0
k2E(k)dk

积分长度 L = π
2u′2

∫ kmax

0
k−1E(k)dk

泰勒微尺度 λ = ( 15νu
′2

ε )1/2

Kolmogorov长度尺度 η = ( ν
3

ε )1/4

Eddy turnover time T = L/u′

Kolmogorov时间尺度 τη = ( νε )
1/2

基于泰勒微尺度的雷诺数 Reλ = u′λ
ν

基于积分尺度与 u’的能量耗散率 a = εL
u′3

1.3 CartBoxFFD傅里叶-差分求解器

1.3.1 空间离散

1.3.2 时间离散

1.3.3 槽道湍流

图 1.1: 槽道湍流示意图

1.3.3.1 基本方程

∂u

∂t
+ u′

j

∂u′
i

∂xj
= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂2ui

∂xj∂xj

∂ui

∂xi
= 0

(1.13)

其中 u是流体速度, p是压强, ν 是运动粘度.

1.3.4 计算方法

标准计算域：2π × 2h× π (可修改)
空间格式: x, z方向伪谱法，y方向二阶中心差分。

时间格式：二阶显示 Adams-Bashforth格式
支持定流量 (程序默认)或定压力梯度的 Poiseuille流动
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1.3.4.1 时间分裂形式

与各向同性湍流的类似，在此不再赘述。

1.3.4.2 流场初始化方法

初始时刻，采用平均速度 +上下壁面条带 +随机扰动的方式。

平均速度剖面：

U(z+) = 2.5 log10 z
+ + 5.5 (1.14)

壁面条带扰动:

us(i, j, k) =
α

δ

√
ey+e−

1
δ2

y+2

cos
L+
z

l+z

2πk

Nz

vs(i, j, k) =
α

δ

√
ey+e−

1
δ2

y+2

sin
L+
x

l+x

2πi

Nx
.

ws(i, j, k) = 0;

(1.15)

这里的参数 α = 15，δ = 50，l+x = 300,l+z = 100。这些值均为经验参数，且可能与一些文献有出

入，但不影响湍流最终的发展。
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第二章 颗粒求解器基本理论

2.1 球形颗粒

mp
dvi
dt

= F d
i + FSaff

i ± (mp −mf )gi

Ip
dωi

dt
= Md

i

(2.1)

2.1.1 阻力模型

Stokes阻力: F d = 6πµR(u− v).
经验阻力公式：F d = 6πµR(u− v)(1 + 0.15Re0.687p ).

2.1.2 Saffman升力

F Saff = 1.615Jµ2R|∆u|
√

4R2|Ω|
ν

Ω×∆u

|Ω||∆u|
(2.2)

其中 ∆u = v − u.
对于 Saffman model 1: J = 1

对于 Saffman model 2: J = 0.3(1 + tanh[2.5(log10 ϵ + 0.191)])( 23 + tanh(6ϵ − 1.92)), 其中
ϵ =

√
|Ω|ν∆u.

2.2 椭球颗粒

2.2.1 非球形颗粒绕流 Stokes解的一般形式

对于一般非球形的颗粒的绕流问题，其颗粒的受力可以描述为阻力，力矩与应力子。它们的

表达式分别为：

Fi = Kt
ij(Uj − vj) +Kc

ij(Ωj − ωj) + ΦijkSjk

Mi = Kc
ij(Uj − vj) +Kr

ij(Ωj − ωj) + ΘijkSjk

Σij = Φkij(Uk − vk) + Θkij(Ωk − ωk) +QijklSkl

(2.3)

其中 Kt
ij ,K

C
ij ,K

r
ij ,Θijk,Φijk, Qijkl 均与颗粒形状有关。同时，由于应力子的对称性，这些系数

满足一些对称特点，即

Kt
ij = Kt

ji, Kc
ij = Kc

ji, Kr
ij = Kr

ji,

Φijk = Φikj , Θijk = Θikj ,

Qijkl = Qijlk, Qijkl = Qijlk, Qijkl = Qklij , Qijkl = Qjilk.

(2.4)
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通过公式 (2.3)可知，对于一般形状的颗粒，颗粒在流场中受到的合力，合力矩是相互耦合，且应
力子也与颗粒的平动相关。但对于中心对称颗粒，Kc

ij = 0, ϕijk = 0. 即：

Fi = Kt
ij(Uj − vj)

Mi = Kr
ij(Ωj − ωj) + ΘijkSjk

Σij = Θkij(Ωk − ωk) +QijklSkl.

(2.5)

理论上，如果我们能获得任意形状颗粒的这些参数的具体表达式或者数值，我们便可以将其用于

点颗粒计算。

2.2.2 姿态描述

对于非球形颗粒，颗粒的取向需要考虑。在此，我们引入颗粒的姿态描述。在介绍姿态描述

之前，我们需要定义惯性坐标系，随体坐标系和颗粒坐标系，并阐述两种坐标系之间的联系。在

本程序中，默认使用椭球颗粒模型。基矢量转换关系：gi′ = Ri′igi, gi = Rii′gi′ 。其中 gi 惯性

图 2.1: 坐标系示意图

坐标系的基矢量, gi′ 颗粒坐标系的基矢量。

将惯性空间的矢量在颗粒坐标系中描述：n = nigi = niRii′gi′

将颗粒空间的矢量在惯性坐标系中描述：n′ = ni′gi′ = ni′Ri′igi

将惯性空间的张量在颗粒坐标系中描述：K = Kijgigj = KijRii′Rjj′gi′gj′

将颗粒空间的张量在惯性坐标系中描述：K′ = Ki′j′gi′gj′ = Ki′j′Ri′iRj′jgigj

2.2.2.1 欧拉角与卡丹角

2.2.2.2 欧拉四元数

在数值计算中，欧拉角和卡丹角容易产生奇异性。但我们可以通过欧拉四元数来表征颗粒的

取向。对于欧拉四元数的数学原理详见REF

e20 + e21 + e22 + e23 = 1 (2.6)
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Ri′i =


e20 + e21 − e22 − e23 2 (e1e2 + e0e3) 2 (e1e3 − e0e2)

2 (e1e2 − e0e3) e20 − e21 + e22 − e23 2 (e2e3 + e0e1)

2 (e1e3 + e0e2) 2 (e2e3 − e0e1) e20 − e21 − e22 + e23

 (2.7)

e = [e0 e1 e2 e3]
T

G =


−e1 e0 e3 −e2

−e2 −e3 e0 e1

−e3 e2 −e1 e0

 (2.8)

ė =
1

2
GTω′ (2.9)

2.2.3 平动模型

对于一般性的椭球颗粒，其平动方程为

mp
dvi
dt

= µKij∆uj ± (mp −mf )g (2.10)

其中Kij = Rii′Ki′j′Rj′j ,取决于颗粒的取向. 其任意椭球体的 Stokes阻力模型 (H. Brenner, 1963)：

K′ = 16π

[
g1g1

χ+ a21α1
+

g2g2

χ+ a22α2
+

g3g3

χ+ a23α3

]
(2.11)

为了方便表述，gi 代表固结在颗粒坐标系上的基矢量。其中 ai(i = 1, 2, 3)分别代表椭球三个主
轴的半轴长，而 αi 和 χ均代表椭球体的形状因子。其各自的表达式为

χ =

∫ ∞

0

dλ

∆(λ)
, (2.12)

αi =

∫ ∞

0

dλ(
a2j + λ

)
∆(λ)

(j = 1, 2, 3). (2.13)

其中

∆(λ) =
√
(a21 + λ) (a22 + λ) (a23 + λ), (2.14)

将平动模型化简后，
dvi
dt

=
12ν

Dr2k1k2k3
K̃i′j′Ri′iRj′j∆uj ± (1− 1

D
)gi (2.15)

其中D为颗粒与流体的密度比 ρp/ρf，ki为颗粒的长细比，即 ki = ai/r。r为参考半径。而无量

纲阻力矩阵 K̃′ 为

K̃′ =

[
g1g1

χ̃+ k21α̃1
+

g2g2

χ̃+ k22α̃2
+

g3g3

χ̃+ k23α̃3

]
(2.16)

而进行归一化的形状因子分别表示为：

α̃ =

∫ ∞

0

dλ

∆(λ)(k21 + λ)
, β̃ =

∫ ∞

0

dλ

∆(λ)(k22 + λ)
;

γ̃ =

∫ ∞

0

dλ

∆(λ)(k23 + λ)
, χ̃ =

∫ ∞

0

dλ

∆(λ)
;

(2.17)

对于回转体的椭球颗粒,令 r = a1, a1 = a2.则有 k1 = k2 = 1, k3 = λ (这里的 λ指的长轴与

短轴之比).
此时椭球体的形状参数有解析解：
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碟状颗粒 球形颗粒 杆状颗粒

λ < 1 λ = 1 λ > 1

α̃1 = α̃2 − B−π
2(1−λ2)3/2

− λ
(1−λ2) 2/3 −A

2(λ2−1)3/2
+ λ

(λ2−1)

α̃3
B−π

(1−λ2)3/2
+ 2

(1−λ2)λ 2/3 A
(λ2−1)3/2

− 2
λ(λ2−1)

χ̃ − B−π
(1−λ2) 2 A√

λ2−1

其中 A = 2 ln (λ+
√
λ2 − 1)和 B = 2arctan λ√

1−λ2

2.2.4 转动模型

椭球颗粒转动动力学模型 (Jeffery, 1922; Lundell, 2011; Lundell & Carlsson, 2010):

I′ · ω̇′ + ω′ × (I′ · ω′) = M ′ (2.18)

其中 ′代表颗粒坐标系。颗粒受到的合外力矩为M ′

M1′ =
16πµ

3(a22α2 + a23α3)

[
(a22 − a23)S2′3′ + (a22 + a23)(Ω3′2′ − ω1′)

]
M2′ =

16πµ

3(a23α3 + a21α1)

[
(a23 − a21)S1′3′ + (a23 + a21)(Ω1′3′ − ω2′)

]
M3′ =

16πµ

3(a21α1 + a22α2)

[
(a21 − a22)S1′2′ + (a21 + a22)(Ω2′1′ − ω3′)

] (2.19)

写成基于角速度的微分方程形式

dω1′

dt
=

20ν

Dr2k1k2k3
M̃1′ −Θ1ω2′ω3′

dω2′

dt
=

20ν

Dr2k1k2k3
M̃2′ −Θ2ω1′ω3′

dω3′

dt
=

20ν

Dr2k1k2k3
M̃3′ −Θ3ω1′ω2′

(2.20)

为此，定义新的形状参数为 Θ1 =
k2
2−k2

3

k2
2+k2

3
,Θ2 =

k2
3−k2

1

k2
3+k2

1
,Θ3 =

k2
1−k2

2

k2
1+k2

2
，则对应的无量纲力矩为

M̃1′ =
1

(k22α̃2 + k23α̃3)
[Θ1S2′3′ + (Ω3′2′ − ω1′)]

M̃2′ =
1

(k23α̃3 + k21α̃1)
[Θ2S1′3′ + (Ω1′3′ − ω2′)]

M̃3′ =
1

(k21α̃1 + k22α̃2)
[Θ3S1′2′ + (Ω2′1′ − ω3′)]

(2.21)

2.2.5 颗粒响应时间

考虑颗粒取向随机，定义颗粒的平动响应时间为 (H. Brenner, 1963; Shin & Koch, 2005)

τp =
Dr2k1k2k3

12ν

1
¯̃K

(2.22)

其中 ¯̃K
¯̃K = 3(K̃−1

1′1′ + K̃−1
2′2′ + K̃−1

3′3′)
−1 (2.23)

对于回转椭球体，其颗粒响应时间有解析解 (Shapiro & Goldenberg, 1993)(注：λ = a/b,其中 a为

长半轴，b为短半轴。表达式取决于颗粒的长细比定义方式。)

τp,prolate =
Da2λ

9ν

2 ln (λ+
√
λ2 − 1)√

λ2 − 1
(2.24)

τp,oblate =
Da2λ

9ν

π − 2 arctan λ√
1−λ2√

1− λ2
(2.25)
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目前，暂时没有颗粒转动的响应时间的估计公式。

2.3 弱惯性椭球颗粒模型

当颗粒尺寸和密度足够小 (大于或等于流体密度)，一般的颗粒运动模型的加速项计算十分困
难。在此，我们认为颗粒的合外力为零。因此，可以得出弱惯性椭球颗粒的运动控制方程。

2.3.1 平动模型

当 dv
dt = 0,方程 (2.10)为

µKij∆uj ± (mp −mf )g = 0 (2.26)

因此，颗粒的速度将由两部分组成

v = u+ vg

vg = ±Dr2k1k2k3
12ν

(1− 1

D
)K−1g

(2.27)

其中 vg 为 Stokes沉降速度, u为颗粒处的流体速度。当不考虑沉降时，颗粒完全跟随流体。

2.3.2 转动模型

同理，让 dω′

dt = 0，颗粒的转动速度为

ω1′ = Θ1S2′3′ +Ω3′2′

ω2′ = Θ2S1′3′ +Ω1′3′

ω3′ = Θ3S1′2′ +Ω2′1′

(2.28)

2.4 游动颗粒模型

2.5 pFTLE颗粒模型

此类颗粒的类型主要用来计算随流体轨迹线的李雅普诺夫指数和拉格朗日拉伸与压缩方向。

本颗粒不直接求解变形梯度张量，而是直接求解左柯西格林张量的特征向量与特征值进行近似计

算。具体的概念与实现过程，可见 Cui et al.(Draft).在此，仅简要给出公式。

ω̃1 = Ω̃1 + ϵ1S̃23,

ω̃2 = Ω̃2 + ϵ2S̃31,

ω̃3 = Ω̃3 + ϵ3S̃12.

(2.29)

其中

ϵ1 =
e2ρ2 + e2ρ3

e2ρ2 − e2ρ3
, ϵ2 =

e2ρ3 + e2ρ1

e2ρ3 − e2ρ1
, ϵ3 =

e2ρ1 + e2ρ2

e2ρ1 − e2ρ2
. (2.30)

而各个向量方向上的特征值的时间推进为：

dρi
dt

= S̃ii (2.31)
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2.6 颗粒处流场信息插值方法

2.6.1 三维二阶拉格朗日插值

本程序的颗粒处的插值函数使用的是二阶拉格朗日插值。(注：在算有壁面问题时，壁面附近
的网格不能太密，比如用 cos 2πj

N ，此网格在算高雷诺数问题时，插值容易出现龙格现象。)

2.6.1.1 均匀网格方向

2.6.1.2 非均匀网格方向

2.7 时间推进方法

2.7.1 二阶显式 Adams-Bashforth方法

对于常微分方程组 ḟ = g。

fn+1 − fn

∆t
=

3

2
gn − 1

2
gn−1 (2.32)

2.8 颗粒碰撞
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